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Abstract. We wish to oﬀer here a didactic presentation, mainly based on
G. Po´lya’s original paper and by the light of various examples, of a topic of
Combinatorics: Po´lya’s (and Redﬁeld’s) enumeration theorem. Our excuses
for it just being that an oral version was exposed in one of the sessions corre-
sponding to the year 1991 of the “Seminario Permanente de Actualizacio´n en
Matema´ticas de Logron˜o”, a meeting place for secondary teacher’s and univer-
sity professors that as much owes to Chicho’s passion for Mathematics.
El an˜o 1937, la revista Acta Mathematica publica un extenso trabajo de inves-
tigacio´n del reconocido profesor George Po´lya (1887–1985) titulado Enumeracio´n
combinatoria para grupos, grafos y compuestos qu´ımicos, [11]. Consta de una intro-
duccio´n, que comienza:
Este art´ıculo presenta una continuacio´n del trabajo hecho por Cayley. Cayley
investigo´ repetidamente problemas combinatorios relativos a la determinacio´n del
nu´mero de ciertos a´rboles. Algunos de sus problemas se prestan a interpretacio´n
qu´ımica: el nu´mero de a´rboles en cuestio´n es igual al nu´mero de ciertos (teo´rica-
mente posibles) compuestos qu´ımicos . . .
y de cuatro cap´ıtulos, titulados sucesivamente ✭✭Grupos✮✮, ✭✭Grafos✮✮, ✭✭Compuestos
qu´ımicos✮✮ y ✭✭Evaluacio´n asinto´tica del nu´mero de combinaciones✮✮, que termina
dando una estimacio´n asinto´tica del . . . curioso nu´mero ρn de paraﬁnas estruc-
turalmente iso´meras CnH2n+2 que intrigo´ a Cayley.
La primera traduccio´n al ingle´s publicada, el an˜o 1987, se debe a Ronald C. Read,
que la acompan˜a (en [13]) de un estudio, de antecedentes y consecuentes, titulado
El legado del art´ıculo de Po´lya: cincuenta an˜os de la teor´ıa de Po´lya, con ma´s de
doscientas referencias bibliogra´ﬁcas. Es en el primer cap´ıtulo ([13, pa´gs. 17–20])
donde Po´lya expone, demostra´ndolo de dos maneras, su ✭✭teorema fundamental✮✮,
hoy d´ıa un resultado cla´sico de la enumeracio´n combinatoria. En la pa´gina 118, Read
da noticia de los trabajos menos conocidos del matema´tico americano J. H. Redﬁeld,
que ya en 1927 publico´ un resultado equivalente, [14].
Nuestro objetivo en este art´ıculo es hacer una exposicio´n dida´ctica del teorema de
Po´lya, a la luz de unos problemas de combinatoria recreativa y basada esencialmente
en las primeras pa´ginas de [13].
Para nosotros, de hecho, ✭✭todo empezo´✮✮ al leer la Revista que, con la ﬁnalidad
de motivar, interesar y entretener, formaba las ✭✭pa´ginas amarillas✮✮ de los libros
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de Matema´ticas de B.U.P. que Miguel de Guzma´n, Jose´ Colera y Adela Salvador
publicaron el an˜o 1987. En la pa´gina 175 del libro de primero [9] quedaba planteado
el siguiente problema:
Tienes cuentas (todas las que quieras) de tres colores (verdes, rojas y amarillas).
¿Cua´ntas sortijas distintas puedes hacer con 5 cuentas?
Por otra parte, en libros de matema´tica recreativa se pod´ıa encontrar la fo´rmula
para el nu´mero de collares de n perlas de k colores ([8, pa´g. 323]), o enterarse de que
hay 2226 cubos con las caras pintadas de alguno de entre seis colores posibles, de los
que 30 tienen un color distinto en cada cara ([8, pa´g. 242]), que hay 24 cuadrados de
fondo negro con la cara dividida en cuadrantes de 3 colores ([8, pa´g. 241]), que hay
n3+2n
3 tria´ngulos de fondo negro y cara dividida en 3 partes triangulares ide´nticas
de n colores ([7, p. 255]), o que con 12 varillas de colores distintos y de la misma
longitud se pueden formar hasta 19958400 entramados cu´bicos ([1, pa´g. 48]).
Por fortuna, el an˜o 1990 encontramos en la librer´ıa Pons de Zaragoza el libro de
R. C. Read.
Problema A1.
Tenemos un monto´n de cuentas de collar de la misma forma, unas blancas
y otras negras. ¿Cua´ntos collares distintos se pueden formar engarzando 6
de ellas? ([13, pa´g. 98]).
Llamemos conﬁguracio´n (hexagonal bicolor) en este problema a cada una de
las disposiciones de 6 cuentas, blancas o negras, en los ve´rtices de un hexa´gono
regular plano que los tiene distinguidos, por ejemplo, numerados. O bien, una con-
ﬁguracio´n hexagonal bicolor es una aplicacio´n ϕ : {1, 2, 3, 4, 5, 6} → {◦, •}. Nos
convendra´, para abreviar, llamar Φ al conjunto de las conﬁguraciones. Hay en total
26 = 64 conﬁguraciones distintas, por ejemplo
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Figura 1
Las conﬁguraciones no enumeran los diferentes collares, pues hay conﬁguraciones
distintas, como las tres primeras de la ﬁgura anterior, que constituyen, espacialmen-
te, el mismo collar. Pero enseguida nos damos cuenta de que dos conﬁguraciones
constituyen el mismo collar si se puede ✭✭transformar✮✮ una en otra mediante alguno
de los elementos del grupo die´drico D6 de las simetr´ıas de un hexa´gono regular
que presentamos en la ﬁgura siguiente (las reﬂexiones planas de D6 hacen el papel
de los giros espaciales, de 180◦ en torno a los mismos ejes, que dan la vuelta al
collar):
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D6 =
{
1, g, g2, g3, g4, g5, m1, m2, m3, n1, n2, n3
}
Figura 2
As´ı, en el caso de las conﬁguraciones α, β y γ de la ﬁgura 1, se tienen las relaciones
que escribiremos
β = g4(α) ; γ = m3(α),
y las tres constituyen, desde luego, el mismo collar.
Como D6 es un grupo, la relacio´n binaria en Φ deﬁnida por ϕ ∼ ψ ⇐⇒ ∃ s ∈ D6
tal que s(ϕ) = ψ, es de equivalencia, y produce una particio´n de Φ en clases disjuntas.
Estas clases s´ı enumeran los collares espacialmente diferentes, y se llaman las o´rbitas
en la accio´n del grupo D6 sobre el conjunto Φ.
Por ejemplo, la o´rbita de la conﬁguracio´n α de la ﬁgura 1, que designaremos por
Oα, es el conjunto formado por las doce conﬁguraciones siguientes:
α g5(α) g4(α) g3(α) g2(α) g(α)
m1(α) m2(α) m3(α) n1(α) n2(α) n3(α)
Figura 3
y Oδ es el conjunto formado por estas otras seis:
δ g5(δ) g4(δ) g3(δ) g2(δ) g(δ)
Figura 4
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En este segundo caso, la o´rbita consta de menos conﬁguraciones; el motivo es que
hay, adema´s de la identidad, otra simetr´ıa, la reﬂexio´n m1, que deja δ invariante
(m1(δ) = δ), y las dema´s reﬂexiones convierten δ en alguna de las conﬁguraciones
gi(δ); visto de otro modo, cada una de las 6 conﬁguraciones de Oδ es invariante
por dos simetr´ıas: la identidad y la conjugada de la simetr´ıa m1 por el giro gi
correspondiente, es decir, la simetr´ıa gim1 (gi)−1. Por ejemplo, la conﬁguracio´n
g(δ) es invariante por la identidad y por gm1g−1 = m2, ya que gm1g−1(g(δ)) =
gm1(δ) = g(δ).
En ambos casos, y adelantando un primer resultado general que veremos a con-
tinuacio´n, la suma, extendida a todas las conﬁguraciones de una o´rbita, del nu´mero
de simetr´ıas del grupo D6 que dejan cada conﬁguracio´n invariante, es igual al orden
del grupo D6: en el primer caso hay 12 conﬁguraciones distintas, siendo cada una de
ellas so´lo invariante por la identidad; en el segundo hay 6 conﬁguraciones distintas,
cada una de ellas invariante por dos simetr´ıas.
Las observaciones siguientes son de ra´pida comprobacio´n:
Para cada ϕ ∈ Φ, las simetr´ıas que dejan ϕ invariante constituyen un sub-
grupo Hϕ de D6.
Para cada ϕ ∈ Φ, el nu´mero de conﬁguraciones de la o´rbita Oϕ es
N(Oϕ) =
|D6|
|Hϕ|
(donde hemos usado —aqu´ı y en lo que sigue— las notaciones N(A), |G|
para designar el nu´mero de elementos del conjunto ﬁnito A o del grupo G).
Esto es as´ı puesto que la aplicacio´n entre el grupo cociente D6/Hϕ de los
cogrupos a izquierda mo´dulo Hϕ y el conjunto de conﬁguraciones Oϕ dada
por sHϕ → s(ϕ) es biyectiva, y se sabe que |D6/Hϕ| = |D6||Hϕ| .
Para cada conﬁguracio´n ψ equivalente a ϕ (sea s ∈ D6 tal que ψ = s(ϕ)),
el subgrupo de las simetr´ıas que dejan invariante ψ es Hψ = sHϕs−1, que
tiene el mismo orden que Hϕ.
De modo que, para una o´rbita cualquiera Oϕ, se tiene∑
ψ∈Oϕ
N
({s ∈ D6 | s(ψ) = ψ}) = N(Oϕ) · |Hϕ| = |D6| = 12.
Y as´ı, la suma, extendida a las 64 conﬁguraciones de Φ, del nu´mero de simetr´ıas
de D6 que dejan cada conﬁguracio´n invariante sera´ igual al nu´mero de o´rbitas,
multiplicado por el valor constante, 12, de dicha suma sobre cada o´rbita, o sea,∑
ϕ∈Φ
N
({s ∈ D6 | s(ϕ) = ϕ}) = 12× (nu´mero de o´rbitas).
Pero podemos hacer esta suma de otro modo; en vez de contar, para cada conﬁ-
guracio´n, el nu´mero de simetr´ıas que la dejan invariante, podemos contar, para cada
simetr´ıa, el nu´mero de conﬁguraciones que deja invariantes; el nu´mero (ﬁnito) total
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obtenido sera´ el mismo, y se tiene as´ı ﬁnalmente:∑
s∈D6
N
({ϕ ∈ Φ | s(ϕ) = ϕ}) = 12× (nu´mero de o´rbitas).
De manera que para hallar el nu´mero de collares se puede, simplemente, ✭✭prome-
diar✮✮ el nu´mero de conﬁguraciones invariantes por cada simetr´ıa de D6.
Nota. Este resultado, va´lido en general para la accio´n de un grupo ﬁnito G sobre
un conjunto ﬁnito K,
nu´mero de o´rbitas =
1
|G| ·
∑
g∈G
N
({κ ∈ K | g(κ) = κ}),
se conoce como lema de Burnside (aparece en [4]; ve´ase [13, pa´g. 101]).
Es esencial, para calcular fa´cilmente el nu´mero de conﬁguraciones que deja inva-
riantes cada simetr´ıa, y para lo que seguira´, representar las 12 simetr´ıas del grupo
D6 como permutaciones de los 6 ve´rtices de un hexa´gono regular (se esta´ conside-
rando, pues, D6 ≤ S6, donde S6 es el grupo sime´trico de 6 letras; diremos que D6
actu´a sobre Φ como grupo de permutaciones de grado 6), y adema´s, presentar
estas permutaciones como producto de ciclos disjuntos de la manera siguiente (ve´ase
la ﬁgura 2):
1 =
(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6
)
= (1)(2)(3)(4)(5)(6);
g =
(
1 2 3 4 5 6
6 1 2 3 4 5
)
= (165432);
g2 =
(
1 2 3 4 5 6
5 6 1 2 3 4
)
= (153)(264);
g3 =
(
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 2 3
)
= (14)(25)(36);
g4 =
(
1 2 3 4 5 6
3 4 5 6 1 2
)
= (135)(246);
g5 =
(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1
)
= (123456);
m1 = (12)(36)(45); m2 = (16)(25)(34); m3 = (14)(23)(56);
n1 = (1)(4)(26)(35); n2 = (3)(6)(24)(15); n3 = (2)(5)(13)(46).
Por ejemplo, la ✭✭permutacio´n✮✮ n1 deja ﬁjos los ve´rtices 1 y 4, e intercambia el
2 con el 6, y el 3 con el 5; n1 es, as´ı, el producto de dos ciclos de longitud 1, y
de dos ciclos de longitud 2. Podemos contar el nu´mero de conﬁguraciones bicolores
que quedan invariantes por esta permutacio´n si nos damos cuenta que, en una tal
conﬁguracio´n, el ve´rtice 1 y el ve´rtice 4 pueden tener cualquier color, los ve´rtices 2
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y 6 deben ser del mismo color para que su intercambio no altere la conﬁguracio´n,
y lo mismo para los ve´rtices 3 y 5. Luego el nu´mero de conﬁguraciones invariantes
por n1 es 24 = 16.
Si, en general, la permutacio´n s se descompone en k ciclos disjuntos, el nu´mero
de conﬁguraciones bicolores invariantes por s sera´ 2k. De modo que, si agrupamos
las permutaciones que se descomponen en el mismo nu´mero de ciclos, sin importar
la longitud de los mismos, como hay
1 permutacio´n compuesta de 6 ciclos, {1}
3 permutaciones compuestas de 4 ciclos, {n1, n2, n3}
4 permutaciones compuestas de 3 ciclos, {g3, m1, m2, m3}
2 permutaciones compuestas de 2 ciclos, {g2, g4}
2 permutaciones compuestas de 1 ciclos, {g, g5}
se tiene∑
s∈D6
N({ϕ ∈ Φ | s(ϕ = ϕ}) = 1 · 26 + 3 · 24 + 4 · 23 + 2 · 22 + 2 = 156,
y, por lo tanto, el nu´mero de o´rbitas es
156
12
= 13. Estos son los 13 collares bicolores
de 6 cuentas:
Figura 5
De modo que una forma de resolver el problema es hallar el valor, para s = 2,
del polinomio ✭✭contador✮✮ C(s) = 112(s
6 + 3s4 + 4s3 + 2s2 + 2s); aqu´ı, 12 es el or-
den del grupo D6, y cada simetr´ıa de D6 contribuye a la suma entre pare´ntesis
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con un te´rmino sk si, en su presentacio´n como permutacio´n de grado 6, esta´ com-
puesta por un total de k ciclos disjuntos. Ma´s en general, el nu´mero de collares de
6 cuentas de n colores (n ≥ 1) sera´ C(n).
No supone ahora ningu´n esfuerzo, y a cambio su utilidad, como veremos en los
pro´ximos problemas Bi, es mayor, construir otro ✭✭polinomio contador✮✮ que con-
tiene ma´s informacio´n sobre la estructura combinatoria del grupo, y al que Po´lya
denomino´ ı´ndice de ciclos del grupo de permutaciones (D6 en este caso, como
grupo de permutaciones de grado 6); se trata del polinomio en 6 variables, cuyo
nu´mero esta´ indicado por el grado del grupo,
ζD6 (s1, s2, s3, s4, s5, s6) =
1
12
(s61 + 3s
2
1s
2
2 + 4s
3
2 + 2s
2
3 + 2s6),
al que una permutacio´n de tipo [j1, j2, . . . , j6], es decir, que se descompone en
j1 ciclos de longitud 1, j2 ciclos de longitud 2, . . . , j6 ciclos de longitud 6 (siendo
j1 + 2j2 + · · ·+ 6j6 = 6), contribuye con un monomio de la forma sj11 sj22 · · ·sj66 . El
nu´mero de collares de 6 cuentas y n colores es, ahora,
C(n) = ζD6(n, n, n, n, n, n).
Nota. En general, el ı´ndice de ciclos del grupo ﬁnito G como grupo de permutacio-
nes de grado n es
ζG(s1, . . . , sn) =
1
|G|
∑
j1,...,jn≥0
j1+2j2+···+njn=n
hj1...jns
j1
1 s
j2
2 · · ·sjnn ,
donde hj1...jn es el nu´mero de elementos de tipo [j1, j2, . . . , jn] que hay en G. (El ı´ndi-
ce de ciclos caracteriza ✭✭combinatoriamente✮✮ el grupo de permutaciones; ve´ase [13,
p. 27].)
Problema A2.
¿Cua´ntos collares distintos, de n cuentas, se pueden formar con cuentas de
k colores? ([6, nu´m. 275]).
Vamos a calcular el ı´ndice de ciclos del grupo die´drico Dn de orden 2n, de las
simetr´ıas del n-gono regular, que actu´a aqu´ı como grupo de permutaciones de grado
n sobre el conjunto Φ de las kn conﬁguraciones posibles.
El grupo Dn esta´ formado por n reﬂexiones y n giros, en e´stos se incluye la
identidad. Si n es impar, cada una de las n reﬂexiones se descompone en producto
de 1 ciclo de longitud 1 y n−12 ciclos de longitud 2, siendo entonces la contribucio´n
total de las reﬂexiones al ı´ndice de ciclos igual a
1
2
s1s
n−1
2
2 .
En cambio, si n es par (recordemos el caso hexagonal), la mitad de las reﬂexiones
son producto de n2 ciclos de longitud 2, y la otra mitad son producto de 2 ciclos de
longitud 1 y n−2
2
ciclos de longitud 2; la contribucio´n de las reﬂexiones al ı´ndice de
ciclos es, en este caso,
1
2n
(n
2
s
n
2
2 +
n
2
s
n
2−1
2 s
2
1
)
=
1
4
s
n
2 −1
2 (s
2
1 + s2).
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Los n giros de Dn, que constituyen el subgrupo c´ıclico Cn, son, sobre los ve´rtices
i = 1, 2, . . . , n, las permutaciones gm(i) = i+m (mo´dulo n), para m = 1, 2, . . . , n.
Fijemos m; si k ≥ 1 es el menor entero tal que km ≡ 0 (mo´dulo n), es fa´cil ver
que entonces gm se descompone en nk ciclos de longitud k. Sea mcd(m, n) = d, tal
menor entero k ≥ 1 es obviamente k = n
d
, y la permutacio´n gm se descompone,
pues, en d ciclos de longitud nd .
Agrupemos las gm que tienen el mismo tipo de descomposicio´n en producto de
ciclos. Para ello, denotemos con ϕ(h) al nu´mero de enteros positivos menores que h
y primos con h (funcio´n ϕ de Euler). De este modo, para cada divisor d de n hay
ϕ(n
d
) nu´meros m, entre 1 y n, tales que mcd(m, n) = d.
De modo que, por cada divisor d de n, hay ϕ(nd ) permutaciones que contribuyen
con un te´rmino sdn
d
al ı´ndice de ciclos. La contribucio´n de los n giros es, entonces,
1
2
· ζCn(s1, s2, . . . , sn) =
1
2n
∑
d|n
ϕ
(n
d
)
sdn
d
=
1
2n
∑
d|n
ϕ(d)s
n
d
d ,
y, ﬁnalmente, el ı´ndice de ciclos de Dn actuando como grupo de permutaciones de
grado n es ([13, pa´g. 22])
ζDn(s1, s2, . . . , sn) =
1
2n
∑
d|n
ϕ(d)s
n
d
d +
1
2
·


s1s
n−1
2
2 si n es impar,
1
2
s
n
2−1
2 (s
2
1 + s2) si n es par.
Luego, el nu´mero de collares de n cuentas y k colores es ([8, pa´g. 323])
ζDn(k, k,
(n. . ., k) =
1
2n
∑
d|n
ϕ(d)k
n
d +
1
2
·


k
n+1
2 si n es impar,
1
2
k
n
2 (k + 1) si n es par.
Si k = 2 y n es un nu´mero primo impar, el nu´mero de collares es ([8, pa´g. 320])
1
2n
(2n + 2(n− 1)) + 1
2
2
n+1
2 =
2n−1 − 1
n
+ 2
n−1
2 + 1.
Adjuntamos una pequen˜a tabla de ı´ndices de ciclos que permitira´ resolver alguno
de los problemas mencionados al principio:
ζC3(s1, s2, s3) =
1
3
(s31 + 2s3) ζD3(s1, s2, s3) =
1
6
(s31 + 3s1s2 + 2s3)
ζC4(s1, . . . , s4) =
1
4
(s41 + s
2
2 + 2s4) ζD4(s1, . . . , s4) =
1
8
(s41 + 2s
2
1s2 + 3s
2
2 + 2s4)
ζC5(s1, . . . , s5) =
1
5
(s51 + 4s5) ζD5(s1, . . . , s5) =
1
10
(s51 + 5s1s
2
2 + 4s5)
En problemas n-gonales bicolores, el menor n para el que el nu´mero de o´rbitas en la
accio´n de los grupos Cn y Dn es distinto es precisamente n = 6, el caso presentado
en el problema A1.
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Problema A3.
(a) Queremos pintar cada cara de un cubo con un color, pudiendo repetir
colores, y tenemos n colores distintos. ¿Cua´ntos cubos distintos podr´ıamos
conseguir? ([8, pa´g. 242 y 315]).
(b) Lo mismo, pero con un octaedro regular.
Sobre el conjunto de conﬁguraciones del apartado (a) actu´a el grupo octae´dri-
co O, de orden 24, de los giros que dejan invariante un cubo (o un octaedro), como
grupo de permutaciones, de grado 6, de las 6 caras del cubo (o de los 6 ve´rtices del
octaedro inscrito en las caras del cubo). En cambio en (b), es el mismo grupo O,
pero como grupo de permutaciones, de grado 8, de las 8 caras del octaedro (o de los
8 ve´rtices del cubo circunscrito).
El grupo completo de las simetr´ıas de un cubo, o de un octaedro, es de orden 48,
pues tambie´n esta´n las simetr´ıas especulares. Pero tendremos dos cubos (octaedros)
distintos cuando no se pueda hacer coincidir uno con otro por un giro espacial, y
las simetr´ıas actuantes se reducen a los 24 elementos del grupo octae´drico. En el
lado derecho de la siguiente ﬁgura tabulamos el tipo de cada uno de ellos, como
permutacio´n de grado 6 y como permutacio´n de grado 8:
....
....
....
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....
....
....
....
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....
....
....
....
....
..
....
....
....
....
...
....
....
....
....
....
....
....
....
....
...
...................
...................
...................
...............
Giros en los 3 ejes ✷
Tipo en S6 Tipo en S8
Giros en los 4 ejes 
Giros en los 6 ejes
(6) giros ±90◦: [2, 0, 0, 1, 0, 0] [0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0]
(3) giros 180◦: [2, 2, 0, 0, 0, 0] [0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
(8) giros ±120◦: [0, 0, 2, 0, 0, 0] [2, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0]
(6) giros 180◦: [0, 3, 0, 0, 0, 0] [0, 4, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
Figura 6
(a) El ı´ndice de ciclos del grupo de permutaciones es (ver la tabla)
ζO(s1, s2, s3, s4, s5, s6) =
1
24
(s61 + 6s
2
1s4 + 3s
2
1s
2
2 + 8s
2
3 + 6s
3
2),
y el nu´mero de cubos,
ζO(n, n, n, n, n, n) =
1
24
(n6 + 3n4 + 12n3 + 8n2) =
1
24
n2(n + 1)(n3 − n2 + 4n+ 8).
(b) En este caso, el ı´ndice de ciclos del grupo de permutaciones es
ζO(s1, s2, . . . , s8) =
1
24
(s81 + 9s
4
2 + 8s
2
1s
2
3 + 6s
2
4),
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y el nu´mero de octaedros,
ζO(n, n, (8. . ., n) =
n2
24
(n6 + 17n2 + 6).
Nota 1. La representacio´n del grupo O como grupo de permutaciones de menor
grado es la de grado 4, ya que O ∼= S4, a cada giro de O le corresponde en este iso-
morﬁsmo una de las 4! permutaciones de las diagonales del cubo (o del octaedro). El
ı´ndice de ciclos de O como grupo de permutaciones de grado 4 es (la fo´rmula siguien-
te se generaliza de modo obvio para conseguir el ı´ndice de ciclos ζSn(s1, . . . , sn)):
ζO(s1, s2, s3, s4) =
1
24
∑
j1,j2,j3,j4≥0
j1+2j2+3j3+4j4=4
4!
j1! 2j2j2! 3j3j3! 4j4j4!
sj11 s
j2
2 s
j3
3 s
j4
4
=
1
24
(
s41 + 6s
2
1s2 + 8s1s3 + 3s
2
2 + 6s4
)
.
Por otro lado, tambie´n se puede considerar la actuacio´n de los elementos del grupo
O permutando las doce aristas del cubo. El ı´ndice de ciclos de O como grupo de
grado 12 es
ζO(s1 , s2, . . . , s12) =
1
24
(
s121 + 9s
3
4 + 8s
4
3 + 6s
2
1s
5
2
)
.
Nota 2. El grupo tetrae´drico T , de los 12 giros que dejan invariante un tetraedro
regular1 (el grupo completo de simetr´ıas es de orden 24, pues adema´s de los 4 ejes
de giro ternarios que pasan por un ve´rtice y el centro de la cara opuesta, y los 3
binarios que pasan por los puntos medios de dos aristas opuestas, hay simetr´ıas
especulares respecto de los planos perpendiculares a una arista que pasan por su
punto medio), es isomorfo al grupo alternado A4 de grado 4 (los giros son las
permutaciones pares de las caras del tetraedro). El ı´ndice de ciclos de T como grupo
de permutaciones de grado 4 es
ζT (s1, s2, s3, s4) =
1
24
∑
j1,j2,j3,j4≥0
j1+2j2+3j3+4j4=4
4!
(
1 + (−1)j2+j4)
j1! 2j2j2! 3j3j3! 4j4j4!
sj11 s
j2
2 s
j3
3 s
j4
4
=
1
12
(
s41 + 8s1s3 + 3s
2
2
)
.
Esta fo´rmula se puede generalizar para el ı´ndice de ciclos ζAn(s1, . . . , sn); ve´ase [13,
pa´g. 22]).
Nota 3. Los ı´ndices de ciclos del grupo icosae´drico I , de los 60 giros que dejan
invariante un icosaedro (o un dodecaedro) regular, como grupo de permutaciones
de grado 12 (ve´rtices del icosaedro o caras del dodecaedro) o de grado 20 (caras del
icosaedro o ve´rtices del dodeacaedro) son, respectivamente,
ζI(s1 , s2, . . . , s12) =
1
60
(s121 + 24s
2
1s
2
5 + 20s
4
3 + 15s
6
2),
1 Ve´ase un problema relacionado con este grupo en [8, pa´g. 315].
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y
ζI(s1, s2, . . . , s20) =
1
60
(s201 + 24s
4
5 + 20s
2
1s
6
3 + 15s
10
2 ),
como se pueden escribir a partir de la tabla siguiente:
.
....
.✁
.....
Giros en los 6 ejes
Giros en los 10 ejes 
Giros en los 15 ejes
Tipo en S12 Tipo en S20
[2, 0, 0, 0, 2, 0, . . . , 0] [0, 0, 0, 0, 4, 0, . . . , 0]
[0, 0, 4, 0, . . . , 0] [2, 0, 6, 0, . . . , 0]
[0, 6, 0, . . . , 0] [0, 10, 0, . . . , 0]
Figura 7
El grupo I es isomorfo (ve´ase, por ejemplo, [5, pa´g. 50]) al alternadoA5 de grado 5,
y su ı´ndice de ciclos como grupo de permutaciones de grado 5 puede obtenerse a
partir de la fo´rmula general sen˜alada en la nota anterior.
Si ahora queremos resolver problemas como, ¿cua´ntos collares distintos hay, de
n cuentas y k colores, pero que contengan α1 cuentas de color ✭✭1✮✮,. . . , αk cuentas
de color ✭✭k✮✮ (siendo α1 + α2 + · · ·+ αk = n)? o bien, ¿cua´ntos cubos hay con tres
caras rojas, dos azules y una amarilla?, necesitamos dar un paso ma´s. La solucio´n
no requiere una te´cnica muy complicada, so´lo ✭✭subirnos a hombros✮✮ de Po´lya, que
ahora muestra toda la potencia del ı´ndice de ciclos de un grupo de permutaciones,
al poderse conjugar con el uso de funciones generatrices en su teorema.
Lo expondremos en la solucio´n del problema siguiente. Es oportuno empezar con
palabras del propio Po´lya ([12], ✭✭Sobre pictograf´ıa✮✮):
. . . La pictograf´ıa es quiza´ la fuente remota de los alfabetos griego, latino y go´tico
cuyas letras utilizamos corrientemente como s´ımbolos matema´ticos. Deseo observar
que tambie´n la pictograf´ıa primitiva puede ser de alguna utilidad en la matema´tica.
En lo que sigue, quiero mostrar co´mo el me´todo de funciones generatrices, impor-
tante en el ana´lisis combinatorio, puede desarrollarse de un modo bastante intuitivo
a partir de ✭✭series ﬁguradas✮✮, en las que los te´rminos son dibujos (o, con ma´s pre-
cisio´n, variables representadas por dibujos) . . .
Problema B1.
¿Cua´ntos collares distintos, de n cuentas, se pueden hacer con k cuentas
blancas y n− k negras, siendo 0 ≤ k ≤ n?
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Llamemos Akl a los nu´meros que buscamos. Construyamos2 su, como la llama
Po´lya, serie generatriz ✭✭ﬁgurada✮✮
F (◦, •) =
∑
0≤k,l≤n
k+l=n
Akl ◦k •l,
que vendr´ıa a ser la ✭✭suma✮✮ de los collares del problema A2, con los te´rminos
✭✭semejantes✮✮ (collares que tienen la misma composicio´n de cuentas blancas y negras)
agrupados; por ejemplo, en el caso n = 6 (problema A1), dicha ✭✭serie✮✮ es
1 · ◦6 •0 +1 · ◦5 •1 +3 · ◦4 •2 +3 · ◦3 •3 +3 · ◦2 •4 +1 · ◦1 •5 +1 · ◦0•6,
donde ◦k indica la presencia de k cuentas blancas, y •l la de l negras, en el collar
(la concatenacio´n de cuentas se asimila a un producto algebraico conmutativo de
las ﬁguras que las representan).
Ahora, Akl es (recordemos el problemaA2) el nu´mero de o´rbitas correspondientes
a conﬁguraciones n-gonales bicolores formadas con k cuentas blancas y l negras,
conﬁguraciones que llamaremos, para abreviar, de contenido (k, l).
Aplicando un ✭✭lema de Burnside parcial✮✮ a la accio´n de Dn sobre el conjunto Φkl
de las conﬁguraciones de contenido (k, l), se tiene
Akl =
1
|Dn|
∑
s∈Dn
N({ϕ ∈ Φkl | s(ϕ) = ϕ}),
de manera que
F (◦, •) =
∑
k,l
(
1
2n
∑
s∈Dn
N({ϕ ∈ Φkl | s(ϕ) = ϕ})
)
◦k •l
=
1
2n
∑
s∈Dn

∑
k,l
N({ϕ ∈ Φkl | s(ϕ) = ϕ}) ◦k •l

 .
Veamos que, si la permutacio´n s ∈ Dn de grado n es de tipo [j1, j2, . . . , jn],
entonces∑
k,l
N({ϕ ∈ Φkl | s(ϕ) = ϕ}) ◦k •l = (◦+ •)j1(◦2 + •2)j2 · · · (◦n + •n)jn .
Una tal permutacio´n s puede visualizarse en la forma siguiente:
s =
j1︷ ︸︸ ︷
(x)(x) · · · (x)
j2︷ ︸︸ ︷
(xx)(xx) · · · (xx) · · ·
jn≤1︷ ︸︸ ︷
(x
(n· · ·x) .
Una conﬁguracio´n α, de contenido cualquiera, sera´ invariante por esta permutacio´n
s si y so´lo si su ✭✭expresio´n ﬁgurada✮✮ es
α =
j1︷ ︸︸ ︷
(⊗)(⊗) . . . (⊗)
j2︷ ︸︸ ︷
(⊗⊗)(⊗⊗) . . . (⊗⊗) . . .
jn≤1︷ ︸︸ ︷
(⊗ (n. . .⊗) ,
2 De acuerdo con [12], hemos modiﬁcado la forma de la serie ﬁgurada que se da en [13].
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donde, dentro de cada pare´ntesis, las ✭✭bolitas✮✮ son del mismo color (condicio´n ne-
cesaria y suﬁciente para que el correspondiente ciclo de s deje la conﬁguracio´n α
invariante).
As´ı que poniendo (◦◦) = ◦2, (••) = •2, etc., las conﬁguraciones α invariantes por
s (en nu´mero de 2j1+j2+···+jn , como se ha visto en el problema A1) son todas las
de la forma
α =
j1︷ ︸︸ ︷
⊗⊗ . . .⊗
j2︷ ︸︸ ︷
⊗2⊗2 . . .⊗2 . . .
jn≤1︷︸︸︷
⊗n ,
luego son, en efecto, los te´rminos del producto algebraico
(◦+ •)j1(◦2 + •2)j2 · · · (◦n + •n)jn .
Ahora, si se introduce la funcio´n auxiliar
f(◦, •) = ◦+ •
a la que Po´lya llama funcio´n generatriz de la coleccio´n de ﬁguras y se pone
fi(◦, •) = f(◦i, •i), se tiene ﬁnalmente
F (◦, •) = 1
2n
∑
j1+···+njn=n
hj1j2...jn
[
f1(◦, •)
]j1 · · · [fn(◦, •)]jn = ζDn(f1, f2, . . . , fn),
donde hj1j2...jn ≥ 0 es el nu´mero de permutaciones de Dn de tipo [j1, j2, . . . , jn].
El resultado al que se ha llegado, que constituye la forma particular del teorema de
Po´lya para el caso que estamos tratando, dice que la funcio´n generatriz del nu´mero
de collares de contenido (k, l) se obtiene substituyendo la correspondiente fi(◦, •)
en el lugar de la indeterminada si en el ı´ndice de ciclos del grupo Dn.
En particular, para n = 6, como el ı´ndice de ciclos del grupo D6 era:
ζD6 (s1, s2, . . . , s6) =
1
12
(s61 + 3s
2
1s
2
2 + 4s
3
2 + 2s
2
3 + 2s6),
la funcio´n generatriz F (◦, •) queda, en este caso ✭✭reescrita✮✮, en la forma
F (◦, •) = 1
12
[
(◦+ •)6+3(◦+ •)2(◦2+ •2)2+ 4(◦2+ •2)3 +2(◦3+ •3)2 + (◦6+ •6)],
y el coeﬁciente de ◦k•6−k en el polinomio homoge´neo de grado 6 que se obtiene es,
desde luego, el nu´mero de collares de 6 cuentas con k cuentas blancas y 6−k cuentas
negras.
En el caso general, sustituyendo la generatriz de ﬁguras f(◦, •) = ◦ + • ≡ 1 + x
en el ı´ndice de ciclos ζDn(s1, . . . , sn), se obtiene la funcio´n generatriz de los nu´meros
que buscamos, llame´mosles solamente Ak, en la siguiente forma:
F (x) =
n∑
k=0
Akx
k = ξDn(1 + x, 1 + x
2, . . . , 1 + xn)
=
1
2n
∑
d|n
ϕ(d)(1 + xd)
n
d +


1
2
(1 + x)(1 + x2)
n−1
2 si n es impar,
1
2
(1 + x+ x2)(1 + x2)
n
2−1 si n es par.
Igualando los coeﬁcientes de xk, se sigue:
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A0 = 1; ya que
∑
d|n
ϕ(d) = n, basta contar las fracciones
1
n
,
2
n
, . . . ,
n
n
.
Y, para k ≥ 1, teniendo en cuenta que:
En (1+xd)n/d so´lo aparecera´ un te´rmino xk si k = rd, es decir si d tambie´n
divide a k, y el coeﬁciente sera´
(
n/d
r
)
=
(
n/d
k/d
)
.
En la expresio´n que aparece en el caso n impar,
(1 + x2)
n−1
2 (1 + x) = 1 + n−12 x
2 +
(n−1
2
2
)
x4 + · · ·+ xn−1
+ x+ n−12 x
3 +
(n−1
2
2
)
x5 + · · ·+ xn,
el coeﬁciente de xk es
(n−1
2
k
2
)
si k es par, o
(n−1
2
k−1
2
)
si k es impar.
En la expresio´n que aparece en el caso n par,
(1 + x2)
n
2 −1(1 + x+ x2) = (1 + x2)
n
2 + x(1 + x2)
n
2−1
=
n/2∑
l=0
(
n/2
l
)
x2l +
n
2−1∑
l=0
(n
2 − 1
l
)
x2l+1,
el coeﬁciente de xk es
(n
2
k
2
)
si k es par, o
(n
2 − 1
k−1
2
)
si k es impar.
Por lo tanto, abreviando algo la expresio´n ﬁnal mediante la funcio´n parte entera,
Ak =
1
2n
∑
d|mcd(n,k)
ϕ(d)
(
n/d
k/d
)
+


1
2
(n
2
k
2
)
si n es par y k es par,
1
2
(n−1
2

k2
)
en otro caso.
Por ejemplo (tomado de [15]) cuando n = 12, 0 ≤ k ≤ 12, la fo´rmula anterior da
Ak =
1
24
∑
d|mcd(12,k)
ϕ(d)
(
12/d
k/d
)
+


1
2
(
6
k
2
)
si k es par,
1
2
(
5
k
2

)
si k es impar,
as´ı que, sucesivamente, A0 = A12 = 1, A1 = A11 = 1, A2 = A10 = 6, A3 = A9 = 12,
A4 = A8 = 29, A5 = A7 = 38 y A6 = 50.
Problema B2.
(a) Vamos a suponer que tenemos seis bolas de tres colores distintos, tres
rojas, dos azules, una amarilla. Las bolas del mismo color no se pueden
distinguir. ¿De cua´ntas maneras se pueden asignar las seis bolas a los seis
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ve´rtices de un octaedro regular que se puede mover libremente en el espa-
cio? ([13, pa´g. 2].) 3
(b) Tenemos 6 colores para pintar las caras de un cubo, ¿cua´ntos cubos
distintos se pueden hacer, cuyas caras tengan entre todas los 6 colores, uno
en cada cara? ([10, pa´gs. 42–46], segu´n [8, pa´g. 239]).
(a) El ı´ndice de ciclos del grupo O actuando como grupo de permutaciones sobre
los 6 ve´rtices de un octaedro es
ζO(s1, s2, s3, s4, s5, s6) =
1
24
(s61 + 6s
2
1s4 + 3s
2
1s
2
2 + 8s
2
3 + 6s
3
2).
La funcio´n generatriz de la coleccio´n de ﬁguras (bola roja, bola azul, bola ama-
rilla) es f(x, y, z) = x+ y + z, y el nu´mero que queremos es el coeﬁciente de x3y2z
en el polinomio generador
F (x, y, z) =
1
24
[
(x+ y + z)6 + 6(x+ y + z)2(x4 + y4 + z4)
+ 3(x+ y + z)2(x2 + y2 + z2)2 + 8(x3 + y3 + z3)2 + 6(x2 + y2 + z2)3
]
.
Dicho coeﬁciente es
A321 =
1
24
(
6!
3! 2! 1!
+ 3 · 2 · 2
)
= 3,
lo que contesta el problema.
(b) Con el mismo ı´ndice de ciclos que en el apartado (a), la funcio´n generatriz de
la coleccio´n de ﬁguras es ahora f(a, b, c, d, e, f) = a+ b+ c+ d+ e+ f , y queremos
el coeﬁciente de abcdef en el correspondiente polinomio generador F (a, b, c, d, e, f);
para esto, es obvio que nos podemos limitar a considerar so´lo el primer te´rmino,
1
24(a+ b+ c+ d+ e+ f)
6 , donde dicho coeﬁciente es 124 6!. Son 30 los cubos, y este
problema, en particular, admite una solucio´n ma´s sencilla (ve´ase [8, pa´g. 242]). 4
Nota. Ma´s en general, sea [Φ] un conjunto ﬁnito o numerable de distintos objetos
φ′, φ′′, . . ., φ(λ), . . . llamados ﬁguras; hay una propiedad de las ﬁguras, llamada su
contenido, expresable mediante un multi´ındice κ = (k1, . . . , km), donde m ≥ 1 y los
ki (i = 1, . . . , m) son enteros no negativos, que divide [Φ] en subconjuntos ﬁnitos.
La serie
f(x1 , . . . , xm) =
∑
κ
aκx
k1
1 · · ·xkmm ,
donde aκ es el nu´mero de ﬁguras de contenido κ, se llama funcio´n generatriz de [Φ].5
3 Este es el primer ejemplo que da, e inmediatamente resuelve, presentando as´ı su teorema,
Po´lya.
4 Con un ca´lculo del todo similar, utilizando el ı´ndice de ciclos ζO(s1, . . . , s12), se puede probar
que son 1
24
12!, como cita´bamos al comienzo, los diferentes entramados cu´bicos formados por 12
varillas de distinto color.
5 En [13], Po´lya considera tambie´n conjuntos inﬁnitos de ﬁguras. Por ejemplo, dado un objetoB,
el conjunto [Φ] = {φn |n ∈ N}, donde φn es la ✭✭ﬁgura✮✮ formada por n copias de B, cuya funcio´n
generatriz es f(x) =
1
1− x .
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Sea G un grupo de permutaciones de grado n, y ζG(s1, . . . , sn) su ı´ndice de ciclos.
Sea Aκ el nu´mero de o´rbitas de contenido κ en la accio´n de G sobre el conjunto
de las aplicaciones ϕ : {1, 2, . . . , n} → [Φ], o conﬁguraciones. (El contenido de la
conﬁguracio´n ϕ es la suma de los contenidos de las ﬁguras ϕ(1), . . ., ϕ(n).) Se tiene
que ∑
κ
Aκx
k1
1 · · ·xkmm = ζG
(
f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)
)
,
siendo fi(x1, . . . , xm) = f(xi1 , . . . , xim) para i = 1, 2, . . . , n. Es decir:
Teorema de Po´lya. La funcio´n generatriz para las conﬁguraciones no equivalentes
con respecto a G se obtiene sustituyendo la funcio´n generatriz de [Φ] en el ı´ndice de
ciclos de G.
El lector interesado puede ampliar su informacio´n sobre el teorema de Po´lya
en libros como [17], [3] y [2]. Adema´s, en el art´ıculo [16] se puede encontrar una
exposicio´n del tema que, en algunos aspectos, se asemeja a la aqu´ı efectuada.
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